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o sea, 3x +  2y — II =  0, y 3x — 2y — 7 =  0.

E l  es tudiante debe observar  que la relación (3)  puede obtenerse inmedi atamente  
r eemplazando el t é rmino  constante por  cero en el segundo miembro  de la ecua�
ción ordi na r i a  (2) . ( Ve r  el ejercicio 13 del g ru p o  32, siguiente.  )

E J E R C I C I O S .  G r u p o  32

D i b u j a r  una  f igura  para cada ejercicio.
1. Demos t r ar  el teorema 3 del A r t í c u lo  69.
2.  P o r  t r ansf ormación  de coordenadas,  reducir  las dos formas de la s e g un �

da ecuación ordi na r i a  a las dos f ormas  correspondientes  de la p r imera  ecuación 
ordi nar i a  de la h ip ér bo la .

3 .  Si la ecuación de una h ip ér bo la  está dada en la forma
b 2 ( x  — h ) 2 — a 2 (y — k )  2 = a2b 2,

demuéstrese que las coordenadas de sus vért ices son ( h +  a, k )  , {h — a, k )  , 
y que las coordenadas de sus focos son (ft +  c, k ) , {h — c, k ) , siendo 
c =  y /  a2 +  b 2 .

i .  E m pl ea r  la p r i mera  ecuación ord i nar i a  de la h ipérbola  para deduci r  la 
s iguiente prop iedad  geométrica int r ínseca de la h ipé r bola :  Si el p u n t o  O  es el 
cent ro de una  h ipérbola  cuyos semiejes t ransverso y conjugado son de longi tudes  
a y b, respect ivamente,  y Q es el pie de la perpendicular  t razada  desde cua l �
qu ier  p u n t o  P de la h ipérbola  a su eje focal,  se verifica que

O Q 2 _  P Q -  _  i 
a 2 b 2

5.  P o r  medio de la p ropi edad int r ínseca de la hipérbola ,  establecida en el 
ejercicio 4, deduci r  ambas formas de la segunda ecuación ord i nar i a  de la h i �
pérbola.

6.  Los  vértices de una  h i pé r bo la  son los p u n t o s  ( — 1, 3) y (3, 3 ) ,  y su
excentr icidad es %.  Hal l a r  la ecuación de la h ipérbola ,  las coordenadas de sus
focos,  y las longi tudes  de sus ejes t ransverso y conjugado,  y de cada lado recto.

7.  Los  vért ices de una  h ipér bo la  son los p u n t o s  ( — 2, 2) y ( — 2, — 4) ,
y la l on gi tu d  de su lado recto es 2. Hal la r  la ecuación de la curva,  las coorde �
nadas de sus focos y su excentr icidad.

8.  E l  centro de una  h i pér bo la  es el p u n t o  (2, — 2) y uno  de sus vértices
el p u n t o  (0, — 2) , Si la l o n g i t u d  de su lado recto es 8, hal l ar  la ecuación de
la curva,  la l o n g i t ud  de su eje con jugado  y su excentr icidad.

9 .  Los  focos de una  h ipér bola  son los p u n t o s  (4, — 2) y (4, — 8) , y la 
l on gi tu d  de su eje t ransverso es 4. Hal l a r  la ecuación de la h ipér bo la ,  la l o n g i �
t u d  de su lado recto y su excentr icidad.

10.  El  centro de una  h ipér bo la  es el p u n t o  (4,  5) y uno  de sus focos 
es (8, 5) . Si la excentr icidad de la h ip ér bo la  es 2, hal l ar  su ecuación y las l o n �
gi tudes de sus ejes t ransverso y conjugado.

11.  L os  vért ices de u na  h ip ér bo la  son los p u n t o s  ( — 3,  2) y ( — 3, — 2) , 
y la l o n g i t u d  de su eje conjugado  es 6. Ha l l a r  la ecuación de la h ipér bola ,  las 
coordenadas de sus focos y su excentr icidad.
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12. D emo st r ar  el teorema 4 del A r t í c u l o  69.'
13.  Demo st r ar  que las ecuaciones de las as ín to tas  de la h ipérbola

£>2 ( x  — h )  2 — a2 (y  — fe) 2 =  a 2 b 2 
son b x  +  ay  — ak  — bh — 0 y b x  — ay ak — bh = 0.

E n  cada uno  de los ejercicios 14-18, reduci r  la ecuación dada a la segunda
f or ma  ordi nar i a  de la ecuación de la h ipér bola  y determi nar  las coordenadas
del cent ro,  vért ices y focos,  las l ongi tudes  de los ejes t ransverso y conjugado,  
y del lado recto,  la excent r icidad y las ecuaciones de las as ín to tas .

14 .  x 2 — 9 y 2 — 4 x  +  36y — 41 = 0 ,
15.  4 x 2 — 9 y 2 +  32x  +  36y +  64 =  0.
16.  x 2 -  4y 2 -  2x  +  I =  0.
17.  9 * 2 -  4 y 2 +  54* +  16y +  29 =  0.
18.  3 x 2 -  y 2 +  30* + 7 8  =  0.

19.  Resolver  el ejercicio 14 p o r  t raslación de los ejes coordenados.
20.  Ha l l a r  el á ngulo  agudo de intersección de las as ín to tas  de la h ip ér bo la  

9 * 2 — y 2 — 36* — 2y +  44 =  0.
21.  Hal l a r  la ecuación de la h ipér bola  que pasa p o r  el p u n t o  (4, 6 ) ,  t iene 

el eje focal parale lo al eje X ,  y sus as ín to tas  son las rectas 2*  -f- y — 3 = 0  y 
2x  — y — 1 =  0.

22 .  Ha l l a r  e ident i f i car  la ecuación del lugar  geométr ico de un p u n t o  que se 
mueve de tal  manera  que su di stancia del p u n t o  (3, 2) es siempre igual  al t r iple 
de su distancia a la recta y +  1 =  0.

23.  Hal l a r  e ident i f i car  la ecuación del lugar  geométr ico de un p u n t o  que se 
mueve de tal  manera  que su distancia del p u n t o  (2, — 1) es siempre igual  al 
doble de su distancia de la recta x  +  2 = 0 .

24.  La  base de un t r i án gu lo  es de lo n g i tu d  f i ja,  s iendo sus ext remos ios 
p u n t o s  (0, 0) y (4, 0 ) .  Ha l l a r  e ident if i car  la ecuación del lugar  geométrico 
del vért ice opues to  si u no  de los ángulos  de la base es s iempre igual  al doble 
del o t ro.

25.  U n  observador  estacionado en el p u n t o  P  oye el es t ampido de un  rifle 
y el golpe de la bala sobre el o bj et ivo  en el mismo i ns t an te .  Demo st ra r  que el 
lugar  geométr ico de P es una hipérbola .

70. Propiedades de la  hipérbola. M uchas propiedades de la h i�
pérbola están asociadas con sus tangentes. Como la ecuación de una 
hipérbola es de segundo g rad o , sus tangentes pueden obtenerse em�
pleando la condición para tangencia discutida en el Artículo 44. Las 
demostraciones de los teorem as 5 y 6 , enunciados a continuación, se 
dejan como ejercicios al estudian te. Debe com parar estos teorem as 
con los análogos establecidos para la elipse (A rt. 63, teorem as 4 y 5 ) .

T e o r e m a  5 .  La ecuación de la tangente a la hipérbola 
b2x2 — a 2 y2 =  a 2b2 

en cualquier punto P i (x i , y i ) de la curva es
b 2 xi x — a 2 yi y  =  a 2 b2.
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